
Kepler 问题：作业与期末报告

作业：

1. 考虑 Kepler ⽅程 M = E − e sinE 的幂级数解：

E(M, e) = M +
∑
n≥1

ekEk(M).

i) 计算 Ek(M), k = 1, . . . , 6；

ii) 将 Ek(M), k = 1, . . . , 6 表⽰成 sin(nM) 的线性组合。

2. 利⽤ Lagrange 反演公式求解⽅程 y5 − y + α = 0 的幂级数解 y(α)，并分

析其收敛性。

3. 考虑万有引⼒势的如下扰动：

Uℓ(r) = −k

r
+ ϵ

1

rℓ
.

i) 对于 ℓ = 3, . . . , 6 计算椭圆轨道的进动⾓。

ii) 若偏⼼率 e ≈ 0，对⼀般的 ℓ 计算上述进动⾓。

4.（正则变换）设函数 f(q1, . . . , qn;A1, . . . , An) 满⾜

det
(

∂2f

∂qα∂Aβ

)
α,β=1,...,n

̸= 0,

通过如下隐函数⽅程

pα =
∂f

∂qα
, Bα =

∂f

∂Aα
, α = 1, . . . , n

定义⼀个坐标变换

(p1, . . . , pn; q
1, . . . , qn) 7→ (A1, . . . , An;B

1, . . . , Bn).

求证：对于任意光滑函数 H = H(p1, . . . , pn; q
1, . . . , qn)，其 Hamilton 正

则⽅程
dpα
dt = − ∂H

∂qα
,

dqα
dt =

∂H

∂pα
, α = 1, . . . , n

等价于关于 (A1, . . . , An;B
1, . . . , Bn) 的正则⽅程

dAα

dt = − ∂H

∂Bα
,

dBα

dt =
∂H

∂Aα
, α = 1, . . . , n.

1



2

期末报告：

期末报告的主题是量⼦⼒学中氢原⼦问题的精确求解。报告提纲如下：

1. 引⾔：包括量⼦⼒学的基本思想，氢原⼦问题的 Schrödinger ⽅程等，最
后将问题归结为如下特征值问题

HΨ = λΨ, Ψ ∈ L2(R3,C),

其中 H 为系统的 Hamilton 算⼦：

H = −1

2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− k√

x2 + y2 + z2
.

2. 解析⽅法：利⽤分离变量法求解上述问题。

具体来说，设

Ψ = CR(r)Θ(θ)Φ(ϕ),

然后在球坐标下对原特征值问题进⾏分离变量得到关于 R(r)、Θ(θ) 和

Φ(ϕ) 的三个常微分⽅程，接下来

i) 利⽤ Φ(ϕ) 的周期边界条件定出 Φ(ϕ) 和磁量⼦数；

ii) 利⽤ Θ(θ) 在南北极处的正规性边条件定出 Θ(θ) 和⾓量⼦数（幂级

数解法、连带 Legendre 多项式）；

iii) 利⽤ R(r) 在 r = 0 的正规性边条件和⽆穷远衰减边条件定出 R(r)

和主量⼦数（幂级数解法、Laguerre 多项式）。

最后，再确定归⼀化常数 C 使得 ∥Ψ∥L2 = 1。

3. 代数⽅法：利⽤氢原⼦问题中的 SO(4) 对称性来求解。

i) ⾸先引⼊⾓动量算⼦ L = (Lx,Ly,Lz) = r × p，其中

r = (x, y, z), p =

(
i
∂

∂x
, i

∂

∂y
, i

∂

∂z

)
.

然后定义 Laplace-Runge-Lenz 算⼦ A = (Ax,Ay,Az)：

A =
1

2
(p × L − L × p)− k

r
r,

接下来说明 [H,L] = 0、[H,A] = 0。

ii) 设 λ < 0，Vλ 是 H 的特征值为 λ 的特征⼦空间，于是 L 和 A 都可
限制在这个⼦空间上。接下来计算 Lx、Ly、Lz、Ax、Ay、Az 的交

换关系，证明它们事实上给出了 Lie 群 SO(4) 的 Lie 代数 so(4) 在

Vλ 上的⼀个表⽰。
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iii) 利⽤升降算符（ladder operator）研究 Vλ 这个 so(4) 表⽰的结构，由

此得到全部量⼦数的正确取值范围。

4. 微扰问题（可选）：利⽤上述精确解和微扰论技术研究弱场下的 Zeeman效
应和 Stark 效应。

其他要求：要有完整的计算细节，不能简单地抄书。


